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1. (15pts.) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 

𝑿′ = [
𝟐 𝟏 𝟔
𝟎 𝟐 𝟓
𝟎 𝟎 𝟐

] �⃑⃑�  

Solución: Hallemos los autovalores de la matriz, raíces del polinomio 

característico 𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

𝑝(𝜆) = |
2 − 𝜆 1 6

0 2 − 𝜆 5
0 0 2 − 𝜆

| = (2 − 𝜆)[(2 − 𝜆)(2 − 𝜆)] = (2 − 𝜆)3 

Raíces: 𝜆1,2,3 = 2 

Hallemos los autovectores asociados 

Para 𝜆 = 2: (
0 1 6
0 0 5
0 0 0

|
0
0
0
) ⟹ {

𝑘2 = −6𝑘3 ⇒ 𝑘2 = 0
𝑘3 = 0

⟹ 𝑘1
⃑⃑⃑⃑ = (

𝑘1

𝑘2

𝑘3

) = (
𝑘1

0
0

) = 𝑘1 (
1
0
0
) 

Recordemos que cuando obtenemos un autovector, su multiplicidad geométrica 

(cantidad de autovectores linealmente independientes) debe ser igual a la 

multiplicidad algebraica del autovalor (número de veces que se repite la raíz). 

Como este es el caso de 𝑀.𝐴.> 𝑀. 𝐺. entonces, los autovectores restantes, serán 

de la forma: 

𝑘2
⃑⃑⃑⃑ = 𝑘1

⃑⃑⃑⃑ 𝑡 + 𝑝 , donde (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑝 = 𝑘1
⃑⃑⃑⃑  

𝑘3
⃑⃑⃑⃑ =

1

2
𝑘1
⃑⃑⃑⃑ 𝑡2 + 𝑝 𝑡 + �⃑⃑� , donde (𝐴 − 𝜆𝐼)�⃑⃑� = 𝑝  

Hallemos 𝑘2
⃑⃑⃑⃑ : (

0 1 6
0 0 5
0 0 0

|
1
0
0
) ⟹ {

𝑝2 = 1 − 6𝑝3 ⇒ 𝑝2 = 1
𝑝3 = 0

𝑝1 = 0 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒆
⇒𝑝 = (

𝑝1

𝑝2

𝑝3

) = (
0
1
0
) 

𝑘2
⃑⃑⃑⃑ = 𝑘1

⃑⃑⃑⃑ 𝑡 + 𝑝 = (
1
0
0
) 𝑡 + (

0
1
0
) = (

𝑡
1
0
)  

Hallemos 𝑘3
⃑⃑⃑⃑ : (

0 1 6
0 0 5
0 0 0

|
0
1
0
) ⟹ {

𝑤2 = −6𝑤3 ⇒ 𝑤2 = −
6

5

𝑤3 =
1

5

𝑤1 = 0 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒆

⇒ �⃑⃑� = (

𝑤1

𝑤2

𝑤3

) = (

0

−
6

5
1

5

) 

𝑘3
⃑⃑⃑⃑ =

1

2
𝑘1
⃑⃑⃑⃑ 𝑡2 + 𝑝 𝑡 + �⃑⃑� = (

1

2

0
0

) 𝑡2 + (
0
1
0
) 𝑡 + (

0

−
6

5
1

5

) =

(

 
 

1

2
𝑡2

𝑡 −
6

5
1

5 )
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Solución general del sistema: 

𝑿 = 𝐶1 (
1
0
0
) 𝑒2𝑡 + 𝐶2 [(

1
0
0
) 𝑡 + (

0
1
0
)] 𝑒2𝑡 + 𝐶3

[
 
 
 
 

(

1

2
0
0

) 𝑡2 + (
0
1
0
) 𝑡 + 

(

 
 

0

−
6

5
1

5 )

 
 

]
 
 
 
 

𝑒2𝑡 

𝑿 =

{
 
 

 
 𝒙(𝒕) = 𝐶𝟏𝑒

2𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒
2𝑡 +

1

2
𝐶3𝑡

2𝑒2𝑡

𝒚(𝒕) = 𝐶𝟐𝑒
2𝑡 + 𝐶3(𝑡 −

6

5
)𝑒2𝑡

𝒛(𝒕) =
1

5
𝐶3𝑒

2𝑡

 

2. (10pts.) Encontrar la solución general de la ecuación diferencial 

𝟐𝒕𝒙′′ − 𝒙′ +
𝟏

𝒙′
= 𝟎 

Solución: Realizando el cambio 𝑥′ = 𝑢 ⟹ 𝑥′′ = 𝑢′ 

2𝑡𝑢′ − 𝑢 +
1

𝑢
= 0 ⟹ 2𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑢2 − 1

𝑢
 

Por variable separable 

𝑢

𝑢2 − 1
𝑑𝑢 =

𝑑𝑡

2𝑡
 

Integrando ambos lados 

∫
𝑢

𝑢2 − 1
𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑡

2𝑡
 

Considerando ∫
𝑢

𝑢2−1
𝑑𝑢 por fracciones simples 

∫
𝒖

𝒖𝟐 − 𝟏
𝒅𝒖 = ∫

1

2(𝑢 + 1)
𝑑𝑢 + ∫

1

2(𝑢 − 1)
𝑑𝑢 =

1

2
ln(𝑢 + 1) +

1

2
ln(𝑢 − 1) =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧 (𝒖𝟐 − 𝟏) 

Entonces 

𝟏

𝟐
𝐥 𝐧(𝒖𝟐 − 𝟏) =

𝟏

𝟐
𝒍𝒏 𝒕 +

𝟏

𝟐
𝒍𝒏 𝑪𝟏 ⟹ 𝒆𝒍𝒏(𝒖𝟐−𝟏)

𝟏
𝟐
= 𝒆𝒍𝒏(𝒕𝑪𝟏)

𝟏
𝟐 ⟹ (𝒖𝟐 − 𝟏)

𝟏
𝟐 = (𝒕𝑪𝟏)

𝟏
𝟐 

Despejando U: 

𝒖 = ±(𝒕𝑪𝟏 + 𝟏)
𝟏
𝟐 ⟹⏞

𝑫.𝑪.𝑽

𝒙′
𝟏 = (𝒕𝑪𝟏 + 𝟏)

𝟏
𝟐 ;  𝒙′

𝟐 = −(𝒕𝑪𝟏 + 𝟏)
𝟏
𝟐 

Integrando ambos lados 
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∫𝑑𝑥 = ∫(𝑡𝐶1 + 1)
1
2 𝑑𝑡 ⟹ 𝒙 = 𝟐

(𝒕𝑪𝟏 + 𝟏)
𝟑
𝟐

𝟑
+ 𝑪𝟐 

Solución general de la ecuación: 

𝒙𝟏 = 𝟐
(𝒕𝑪𝟏 + 𝟏)

𝟑
𝟐

𝟑
+ 𝑪𝟐      ;      𝒙𝟐 = −𝟐

(𝒕𝑪𝟏 + 𝟏)
𝟑
𝟐

𝟑
+ 𝑪𝟐  

3. (13pts.) Hallar la solución general de ecuación diferencial  

𝒚′′ + 𝒚 = 𝐬𝐞𝐜 (𝒙) 

Solución: La solución es de la forma 𝑌 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 

𝑦ℎ:     𝑦
′′ + 𝑦 = 0 ⟹ 𝜆2 + 1 = 0 ⟹ 𝜆1,2 = ±𝑖  

Entonces 

𝑦ℎ = 𝐶1𝑒
(𝑖)𝑥 + 𝐶2𝑒

(−𝑖)𝑥 donde 𝑒𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜃  

𝒚𝒉 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏 𝒙 

La solución particular, será de la forma 

𝑦𝑝 = 𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 donde 𝑢1 = ∫
𝑤1

𝑤
 ;  𝑢2 = ∫

𝑤2

𝑤
 ; 𝑤 = |

𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑥
−𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥

| = 1 

𝒘𝟏 = |
𝟎 𝒔𝒆𝒏 𝒙

𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙
| =

−𝒔𝒆𝒏 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
= −𝒕𝒂𝒏 𝒙       ;       𝒘𝟐 = |

𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝟎
−𝒔𝒆𝒏 𝒙 𝒔𝒆𝒄 𝒙

| =
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
= 𝟏 

𝒖𝟏 = ∫
𝑤1

𝑤
= ∫− tan 𝑥  𝑑𝑥 = ∫

−𝑠𝑒𝑛 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥 {

𝑡 = cos 𝑥
𝑑𝑡 = −𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥

=∫
𝑑𝑡

𝑡
= ln 𝑡 = 𝐥𝐧|𝐜𝐨𝐬 𝒙| 

𝒖𝟐 = ∫
𝑤2

𝑤
= ∫𝑑𝑥 = 𝒙 

Entonces 

𝒚𝒑 = (𝐥𝐧|𝐜𝐨𝐬 𝒙|)𝒄𝐨𝐬 𝐱 +𝒙 𝒔𝒆𝒏 𝒙 

Solución general de la ecuación: 

𝒀 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝑪𝟐𝒔𝒆𝒏 𝒙 + (𝐥𝐧|𝐜𝐨𝐬 𝒙|)𝒄𝐨𝐬 𝐱 +𝒙 𝒔𝒆𝒏 𝒙 

4. (12pts.) Resolver el problema de valores iniciales  

𝒙𝟐𝒚′′ − 𝟐𝒙𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟔,       𝒚(𝟏) = 𝟑,    𝒚′(𝟏) = 𝟏 

Solución: Aplicando el cambio 𝒙 = 𝒆𝒕 ; 𝒕 = 𝒍𝒏 𝒙 y con 𝒚′′ =
𝟏

𝒙𝟐 (𝑫(𝑫 − 𝟏)𝒚) ; 𝒚′ =
𝟏

𝒙
𝑫𝒚, se 

tiene que 

𝑥2 [
1

𝑥2
(𝐷(𝐷 − 1)𝑦) ] − 2𝑥 [

1

𝑥
𝐷𝑦] + 2𝑦 = 6 ⟹ 𝑫𝟐𝒚 − 𝟑𝑫𝒚 + 𝟐𝒚 = 𝟔 
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La ecuación tendrá una solución de la forma 𝑌 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝, entonces 

𝑦ℎ: 𝐷
2𝑦 − 3𝐷𝑦 + 2𝑦 = 0 ⟹⏞

𝐸𝑐.𝐴𝑢𝑥𝑖𝑙𝑖𝑎𝑟

𝜆2 − 3𝜆 + 2 = 0 ⟹⏞
𝐹𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜

(𝜆 − 2)(𝜆 − 1) = 0 

Entonces, con la raíces 𝜆1 = 2 y 𝜆2 = 1, se tiene que  

𝒚𝒉 = 𝑪𝟏𝒆
𝟐𝒕 + 𝑪𝟐𝒆

𝒕 

Por su parte, la solución particular, será de la forma 

𝑦𝑝 = 𝐴 → 𝑦′𝑝 = 0 → 𝑦′′𝑝 = 0 

Sustituyendo en la ecuación con cambio de variable 

2𝐴 = 6 ⇒ 𝑨 = 𝟑 

Finalmente, la solución general 

𝒀 = 𝑪𝟏𝒆
𝟐𝒕 + 𝑪𝟐𝒆

𝒕 + 𝟑 

Devolviendo el cambio de variable 

𝒀 = 𝑪𝟏𝒙
𝟐 + 𝑪𝟐𝒙 + 𝟑 → 𝒀′ = 𝟐𝑪𝟏𝒙 + 𝑪𝟐 

Con las condiciones iniciales 

{
𝑦(1) = 𝐶1 + 𝐶2 + 3 = 3 ⟹ 𝐶1 + 1 − 2𝐶1 = 0 ⟹ 𝑪𝟏 = 𝟏

𝑦′(1) = 2𝐶1 + 𝐶2 = 1 ⟹ 𝐶2 = 1 − 2𝐶1 ⟹ 𝑪𝟐 = −𝟏
 

En particular, la solución de la ecuación 

𝒀 = 𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟑 


